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大偶数表为一个素数及一个不超过

二个素数的乘积之和

陈 景 俏
(中国科学院数学研究所 )

摘

本文的目的在于用筛法证明了
:

个素数乘积之和
.

要

每一充分大的偶数是一个素数及一个不超过两

关于孪生素数问题亦得到类似的结果
.

一 己 l意
.

、 J .`二 .

把命题
“

每一个充分大的偶数都能表示为一个素数及一个不超过
a

个素数的乘积之和
”

简

记为 ( l
, 口

)
.

不少数学工作者改进了筛法及素数分布的某些结果
,

并用以改善 ( 1 , “
)

.

现在我们将 ( l
,

口 ) 发展历史简述如下
:

( 1
, : )

—
R e n y i t `」

,

( l
,

弓)—
潘承洞

「, , 、 B a两 a H t, ] ,

( x
,

4 )

—
王元

『̀】、 潘承洞「, ,、 Ba 6P a H [̀ ] ,

( z
,

3 )

—
B y x 以 T a 6 『, )

、

B HH o r p a 及o B` 8」、 B o m b ie
r i〔, , ,

在文献 【1 01 中我们给出了 ( 1
, 2 ) 的证明提要

.

命 xP ( 1
,

2 ) 为适合下列条件的素数 p 的个数
:

x 一 p ~ p
,

或
x 一 p ~ p

Z
p

3 ,

其中 P l ,

P Z ,

P 3

都是素数
.

用 劣
表一充分大的偶数

.

命
.

c ; ` n
之二三仃 f

l 一一上- 、
_

户一 2 若跳 \ ( p 一 1 )
, /

’

对于任意给定的偶数 左及充分大的
x , 用 介 (1

, 2 ) 表示满足下面条件的素数 p 的个数
:

P ( x ,

P + h ~ P
,

或 P + h ~ P
Z
P

3 ,

其中 P
l ,

户
2 ,

户
,

都是素数
.

本文 目的在于证明并改进作者在文献 l[ 0] 内所提及的全部结果
,

现在详述如下
.

本文 19 7 3 年 3 月 13 日收到
.
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定理 1
.

( 1 ,
2 ) 及 尸

、

( l
,

定理 2
.

对于任意偶数 h
,

_ 、 、 0
.

6 7 x C
,

乙夕笋
`

不产 , 下 ;
、 I U g x 尹

都存在无限多个素数 户
,

使得 户十 h 的素因子的个数不超过 2

个及
八 、 、 0

.

6 7 x C
,

x h 又 1 , 乙尸笋 丁万 ,
一

, 万
.

又 I U g x 夕

在证明定理 1 时
,

主要用到了木文中的引理 8 和引理 9
.

简单的数字计算方法 ; 而证明引理 9 时
,

我们使用了

果
.

B o m b i
e r i

在证明引理 8 时
,

我们使用较为

定理
『”
及 斑

。 h o r
少 ”

中的一个结

二
、

几 个 引 理

引理 1
.

假设 y ) 0
,

而 【log x] 表示 log
x

`
/ 、

1 (
2+ ` co

岁 戈y 少一 — 1
2汀 了 J Z一 i co

的整数部分
, x

> 1

y . d 田

功

(
` 十 切

( l o g x )
’ `

[ l o g x ] + i
“

显见
,

当 。 攫 y 燕 1 时
,

有 小 (力 一 0
.

对于所有 y ) 0
,

则 小 (力 是一个非减函数
.

当 l o g x ) 1 0
今

及 y )
。 ’ ’̀

og
` ’一 .0 ’

时
,

则有

1 一 x 一 .01 提 小 (力 成 1
.

我们先来证明

弈牌、一阵旅 ,o 、 , )r
一

。

夕吐卫生
~

兰全一二
d 〔了 \ 切 / \ 切 / L 二飞二 田

云+ l ) ( 10 9 夕)卜
`

( 1 )

成立
.

显见
,

( l) 式 当
,

1

一 l 和
,

一
2 时都成立

.

现假定 ( l) 式对 于

立
,

而证明对于 s 十 l 也成立
.

由于

…
,

s 时 都 成

澎+1 厂、八 _ a J
。

八 l’) ; 、 )
“
上 心 ( 一 1 )

i: … ( : 二 i + 1 ) ( fo g 乏Q i二、飞
二厂一二三 、 — l 一 下厂一 飞少 、

—
j

/
J

—
于二

,

—
一

{ `
d 切

” ’ `

\ 的 / d 田 L \ 印 不鱿 叮
’ `

/ J

( l〔。订夕)
“ + `

( r〕

( 一 l )
`
s … ( s 一

,
+ l ) ( l` ) ,; , )

`

, 子
一

`一`

切 i+l

_ ( 10 9 , )
s

田 2

\

艺间
十

(一 l )
`+ , ` … (￡ 一 i + 1 ) (滚+ 1 ) ( 10 ; 夕)

s 一`

` , 忿+ 之

_

(
`

, 斗
一

l ) ( 10 9 夕 )
万 ,

( 一 1 )
` “ ,

( S + 1 ) !

一 一 - 一 舀-

—
下 一一- 瓜不一

—
十

翔

}
一

吩 {
( 1osy

)
“ +1

(一 ) “ … ( s 一 i + 1 ) ( l o g y )
“ + ,一 `

〔少

\

Vù间
十

( 一 1 ) s … ( ` + 2 一 i ) 万( 10 9 夕) 什
,一 `

田
盆 )}

一

撒{
( ,
ogy )

“ +1

.

、

l
尹

」
ù一翔

一of一

钊一
S一

一一
+cl艺间

故 ( l) 式得证
.

又当 y ) 1 时
,

我们有

巾 ( y ) 一
( 10 又 x

)
’ `+ ` ’ 〔’ 0 9 , ,

[ l
o g x ] !

}{共黑牌、}
J L O 的

L U翻 ` “
\ 田 / J田

=--
吸10 9 二 )一

f
凡

t
+
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~1 一 e 一 (1
0 9二 ) , ` ’ (1 0 9 , )

[ l o g x ]

艺
{ ( l o g x

)
,

·

’

( l o g y ) }
’

一
{尸舟 {{
` L i o g x J 工

, 夕

(一
0 9 二 )卜

` ( 10 9 夕 )

亡一 ^
几

L i o ` x 」
d 兄

0

因为 0 蕊 y 城 1 时
,

巾 (力 ~ 0
.

故由上式得到
: 当 y ) o 时

,

则 巾 (力 是一个非减函数
.

又当

夕 )
。 2 (` 0 9 ` ’一 , ` 。

时
,

有

e 一孟又t l o g x ]d又

…
_

,

二
, 、

f 1 1「
U 又 1 一 岁 又y ) = 1下万甲卜不

~

r {
气 [ 10 9 x J 工

少 日

, 「 1 I C
气 飞干下, , 一万 r }

、 L I U g x j 工
J 夕 2 I l o g x l

「 / 「 1 _ _
_

_

1 \ 1十 f 10 2 士 1 、
we l , r l 八口 ? 1 , ,

了又 甘 I U 甘 X I ) 一 一

I
曰 ,

,
, ` 产 ~ 仁 一 J z娜 J

一
亡 、 ~ ` , 刁 j 、

` 八 “ 了。

一 1 1不二下 f丁一一 「
` [ i U g x J 二 J

·

!:一
` 【1

。

一“ 一

{
e 一〔’ 0 9 二 , ( [ l

o g x

] )
` + l ’ 〔 )“ x

[ lo g x ] !

·

!{
·

一
( ` + ` )

〔’ 。 · ` ““ ` 毛 一
。

·

`·

其中用到 l o g x

李 1 0` 及当 又 ) l 时
,

有
。 ’ 0 9“ + , , 成

。 ’ ` 0 9 ,
.

引理 2
.

令
。

( a) 一
。 2

响
,

义 a) 一 艺 an
。

(。 )
,

z 一 艺 1a
。

}
’ ,

其中
a ,

是任意的实

数
.

我们用令 艺
*

来表示和式之中经过且只经过模 、 的所有原特征
,

则有

、夕、夕,̀,、
厂、、Z、̀艺 去黔

丁
艺

*

q ` X 华 又q 夕 x 。
艺

召 ,

x 。
(
。

) }
’ 、 (二

2 、 二、 )
艺

.
、 二

一;

” 二 M 十 l

艺 艺 l
a 。

!
’

D < q ( Q命粤
’

艺
二 ` ·

(

小 (
。 +

誉) 刀 = M + 1

证
·

令 F 是一个周期为 ` 的复数值可微函数
,

则有
}
F

卿 {
一

…
“
a() 一

{
、 : ( , )…蕊

! F (。 ) 1+
`

}F
’

(月) 1l d口 }
,

我们用 , (
。 , 、 ) 来表示以 二 为中心

,

而长度粤的区间
,

显见
,

当
r )

`

1 成
“

< q
,

(
。 ,

妇 三 1
,

q 毛 Q 时
,

所有的区间 I (
二 ,

妇 都没有共同部分
,

故得

艺
口 ( Q ( “

l

藻
,

…
尸

剧
成
蕙

。

蔗干Q
Z

{ ! ; (
a
)一、

。 + 生 { 一;
,

( , )一、召}
` 夕 I ( a

,
叮 ) 2 J z ( 。

,
宁) ,

, F (· ) ,̀
〔艺

+

合{;
, F

,

( , ) ,“夕
·ù

l
甘

夕成

我们取 F ( a ) 一 { S (
。 ) }

’ ,

贝I!得

{
`

} : (
a ) 1、

。 一 Z 及粤(
`

} ;
,

(月) 1、口一 (
’

}: (
a
) 日了 (

a ) !、
a

口0 艺 夕 0 7 0

、
{({;

.as( ) }汤 )(!;
}s’( a)l daz )}

` 一 z `

(!
,“

’

(
· ) ,

2` ·

)
故有

艺 艺
} /

a 、 】2

】s 气一 川 ~
} \ q / l

艺 艺
心《 口 ( a

,
叮 )= 1

1 《 a < q

{{
:

传)}}
。

(
一

共圈) {}
2

.

1 13
-
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一 艺 艺
刃毛 妙 (“ ,

仔 ) = 1

1〔迄a < q

月 = M 十 1

汀 Z
, ,

「N l \ 飞
a

\ }
2

a 。 e 1 1尹2 一 ( 义、交 十 I一 l ] r一 , i
\
、

仁 \ l
_

2 1 / j q / {

、、一+一̀,ù

篡
〔:

三
1

…
一

: 艺
誓〕

+ `
动 、 N 一「

了, “
\ }

2

豹
“
一协即

“

侧 …

f
、 ..t

1ù2

毛 Z 夕
,
+ Z

y 一 t刹

艺
,

一 t今」
十 ’ (

( 2兀
·

)
· , 十 / 十 。: 」

)
’

}
`

粼
。

2

N一【誓
+ 汀N Z 艺

。

一 [誓」十
’

“ · + “ +

「知

2

)
2

成 (少 + 二

劝 2
.

.

!
1一,

令 Z *

表示原 特征
,

式 X扮 一

}
:
(对 ) }

’
一 q

,

故得到

艺 X才(
a

) e

( 口 < q
卿

, ·

俪
“ (

”

) 一 艺 丽 (
a

)
`

日 二二二

(哟
.

\ q /

/ 1 、 。
,
! 笑卿

、
~

下 , 万少山 } 自 气札冲 夕
\
甲又q Z

丫 义 。 ” , = 入̀ + 1

’
、
(赫)哥

’

卜L 艺 粼
。

(n)
” 仁 M 十 1

卿留(湍)荟
`

…
郭

(
·
)

(丽狱)哥…熟
(的

r里= M + 1

N飞」+一、/一M、名

( 召 n 亡

” = M + 1

厂
。 二

、 {
’

“ · “

、万川
·一艺, 1 、

~ ~ ,

乏安一 夕
、

q 获二;
(口

,
q ) =

扮 二 M + 1

由上式及 ( 4 ) 式
,

即得到 ( 2 ) 式
.

我们定义 左是一个正整数
,

它使得 2 ” D < Q 蕊 2 ” +I D ,

们有

N、J+一、2一M、名

艺
M + N 一 。 人

`
{ 艺 心沁 (训 毛 艺 艺

D <叹 ( Q

了兴 艺
甲火分夕 x 。

二 O
(2 1刀 <宁簇 2王+ ID 月 = M 卜 1

“ ”
z ·

(
·

)
}
’

)

攫 艺
二 O

二
q

2叻切 矛+1 D 甲又口(口)
艺

*

x 口

艺

渝荟
*

· 。

x 、
(
·

) `
“

)

{
2 、 + 2。 + 迎

\

)
\ 2

`

D /

,引
’
《

(
p 十

劲
M+ N

又甲
, 1 1 2

`二 ! a 。
{

。

、、
.J+一、z一M,̀"

艺毛
二 O

,之 = M + 1 月 = M + 1

故引理 2 得证
.

引理 3
.

当 S 一 a 十 ; `
和

二
、 1

。 , 。
,

一
多 一 吧

,

贝U月
2

艺 艺
*

匡 ( s
, 、 。

) }
`

<< 口
,

}S {
’

( `
0 9 夕)

` .

叹 《 口 x 守

证
.

我们有

· 1 1 4
.
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.

匹二应 +

刀 S

N

艺éL ( S
,

X ) ~ 食丛
卫1 一

舀` . . d ~
占

” = 1 “

艺 X(z ) 一 艺 那 )
。

篆
:

迎一不产丝一
一

令 x( 的
.

启 / 。
. , /

八丫 1 1 、
~ 夕

,

—
十 户

,

` 户
, 式妙 夕 l龟一二 一 下一 , 一甲丁二 l 一

不或 扩
。

乌不
1 \ :氰 / \ 扩 又n 十 1 )

“ /

艺 x (` )

(N + 1 )
“

蹋哪豁黔哪淤犷豁摊伴价鱿
坦介̀沙郎阳队
ù

轰

今 x (。 、
.

_ / 15 1
。 合10二 。 \

~ 户
,

—
十 U (

一
l
。

奈二 扩 \ N
J

/

故由引理 2 及
。 ) 生

,

我们有
2

艺 艺
*

! : ( s
,

礼 ) {
` 《 艺 艺

*

q簇 Q x 心
(I

t

瞥平 {
`
+ 夕一

” “ ”叮
’
( `

0 9 “ )
`

[ Q 15 } ] 2

《 15 1
’

夕
,

( ,0 9 口 )
`
+ (。

,
+ 口

,

{5 1
’

) 艺
刀 = 1

些l左三些《 夕
,

{: 1
2

( 10 9 夕)
` .

故本引理得证
.

引理 4
.

当 互是无平方因子的奇数
,

而 m 铸 1时
,

则我们有

}荟
`

&x(
。 )
}
攫 ’ (脚 一 `

,

“ ) ’
·

证
.

令 反~ P , 二

0 簇 夸, 镇 P
,

一 2
,

j 一

·

户, ,

而 户
1

< … < 户,
.

令 g ,

是 m o d 户
,

的原根
,

则有 m 三 g{
,

(m
o d 户

,

)
,

…
,

l
,

则关于模 反的所有原特征可表示为

对 ( 、 ) 一
己

其中 1毛 , ,

( P
,
一 2 ,

而 i ~ 1 ,

…
,

.l

2二 ;

了典
+ …十

竺、
\ P l一几 F了一五 / s

令 Z (阴
,

“卜 …买
’ ` 攻(柳 )
卜
则有

兰i--lr州艺州
勿Z ( “

,

左) 一 n z (柳
,

户
,

) 一

l

一 n ( 。
,
一 2 ) <

j = 1

畜 z一 0

n 。 ,
一 1(

。

一
`

,

左) {
.

户z } (护一
1)

; 当 d > x 万一丁 时
,

令 又J ~ 叭 而当 1 < d 廷 产
一 百
时

,

令

_ 一` ( d )

了(的抓的
艺

, ( 友( (二号
一 e

兰兰三左五2不万
j (友) J t

.

又当 d

艺
1

l 《 友《 (艾百 ~

(交
, x ) = 1

卫兰皿飞
-

j (交) J

数 令几

证偶得是
.

理
x

引设本故

(七
,二 d ) =护

其中 g ( “卜渝
, `( “卜

、
募

一 。 )、

留
一

茶

甲 (左) n
p 一 2

P 一 1
为奇数

,
那 (的 铸 。 时

,

有

丫 卫兰{二五2 一 丫
1、 *

异
一 )、 才(左) 韶

(弋
, x ) = i (友

, x ) = 1
,

〔赶
,
d ) = 才

)

{具(
1 +

志)}{
; ` ,`

界
。 )、 / d

11 ( , 一 2 )
p {才

卫兰左2飞
_

j (反) J
-

艺
, 《 、 《 ( 、 去

一` )

(弋
, x d ) 二 1

月 ,

(天)
、 / `

f (交)

(火
, x d )= -
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故对于所有正整数 d
,

都有 1;
己
1提 1

.

设
二
是偶数

,

fo g 尤 > 1少
,

又令 Q 一 n P,

1

刁成 P蕊 x 4

,

\、、l尹
/

、 ,了

刀
Z、、

A夕 -

轰
艺 艺

< , , < ·

音
< , : <

(舜) 丢

、 一 ,

/ 1 \ /
` ,

似 一
:

户
飞

盯r 厂 )}
二玩 < ,声

:
言 <几` (会)
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< p Z

< … < p ,

镇 痴
.

对于一个素数 厂
,

则令 p
二

x(
,

厂
,

茄 ) 表

示满足下面条件的素数 p 的个数
: p 提 x , p 二 x ( m od P’ )

, 户弄 x ( m od iP ) ( l 簇 i 簇 户
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完全类似的方法可得到定理 2 的证明
.
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